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1. BEVEZETÉS
A vegyészmérnöki tudomány alapvető feladata olyan 
általános törvényszerűségek felderítése, amelyek se­
gítségével le lehet irni a vegyipari műveleti egységek 
működését. Benedek Pál és László Antal már 1960-ban 
ezt a célt tűzték a vegyészmérnöki tudomány elé , az 
azóta eltelt több mint egy évtizedben pedig a gyors mű­
ködésű elektronikus számitógépek elterjedése még in­
kább időszerűvé és fontossá tette e törvényszerűségek 
matematikai formában való megfogalmazását, más szóval 
a vegyipari műveleti egységek matematikai modellezését.
A kémiai reakciók megvalósítására szolgáló reak­
torok mellett a legjellegzetesebb vegyipari műveleti 
egységek az egyensúlyi elválasztó egységek /abszorber, 
extraktor, stb./, ezeknek egyik legelterjedtebb képvi­
selője a rektifikáló oszlop, köznapi nevén kolonna. 
Sajnálatos, hogy több komponensü elegyek rektifikálásá­
nak matematikai modellezése - amely a vegyészmérnöki 
tudomány alapvető kérdése - mindmáig nincs kellően ki­
dolgozva. Munkámmal e kérdés tisztázásához, szeretnék 
hozzájárulni.
A feladat összetett, és több oldalról megközelít­
hető. Véleményem szerint azonban a kérdés tárgyalása 
csak akkor lehet eredményes, ha dialektikus egységbe 
ötvöztük a vegyészmérnöki, matematikusi és számítás­
technikai felfogást. Célunk egy mérnöki feladat megol­
dása a gyakorlati életben megkívánt pontossággal. Az 
általánosság tudományos igénye miatt matematikai sza­
batosságra törekszünk, és mindvégig szem előtt tartjuk 
a számítástechnika szempontjait: az egyszerűséget, 
célszerűséget és a számítások gyors elvégezhetőségét.
* Megítélésünk szerint mérnök az, aki ismeretek, mére­
tek és mértékegységek birtokában méretezni tud. [m k l , 
1_5. No.7. 315. (1960) ] .
2A vegyészmérnöki szemlélet azt követeli, hogy 
ne csak felirjuk a megfelelő egyenleteket, hanem 
megoldási módszert is adjunk, sőt meg is oldjuk azo­
kat. Ezért majdnem valamennyi kidolgozott algoritmus 
számítógépi programját elkészítettük, ezek segítségé­
vel megoldottunk több mintafeladatot és elemeztük az 
eközben szerzett tapasztalatokat.
Amennyire lehetett, igyekeztem matematikailag 
egyszerűen foglmazni, előnyben részesítve - a mate­
matikában kevésbé jártas vegyészmérnökök számára - 
a közérthetőséget, az öncélúvá válható formalizmussal 
szemben.
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2. A FELADAT MEGFOGALMAZÁSA
Rektifikáló oszlopok matematikai modellezésén 
olyan algoritmus kidolgozását értjük, amelynek se­
gítségével - a szabadsági foknak megfelelő számú vál­
tozó rögzítése után - ki tudjuk számítani oszlop mű­
ködésére jellemző összes többi mennyiséget. Ismeretes, 
hogy a kondenzátorral és visszaforralóval ellátott . 
egyszerű rektifikáló oszlop szabadsági foka - rögzí­
tett geometriai viszonyok és m komponensü betáplálás 
esetén - m+4. Ennek terhére rögzítjük a betáplálás 
tulajdonságait egyértelműen leiró m+2 változót: az 
anyagáramot, a hőmérsékletet /ezzel egyenértékű le­
het az entalpia vagy a gőz-folyadék arány/, a nyomást 
és az összetételt,továbbá a fejtermék és fejreflux 
mennyiségét. Bonyolult kolonnánál minden oldalelvé­
tel egy, minden újabb betáplálás /m+2/ további szabad­
sági fokot jelent, amelyek terhére az oldalelvétel 
mennyiségét, illetve a betáplálás mennyiségét és álla­
potát tekintjük ismertnek.
Nem tartozik a tárgyalás lényegéhez, csupán egy­
szerűség kedvéért, a nyomást rögzítettnek és az egész 
oszlopban azonosnak tekintjük és elhanyagoljuk a hő­
veszteségeket is. A kidolgozott algoritmus - ha erre 
az adott feladatnál szükség van - csekély módosítás­
sal alkalmas a nyomásesés és hőveszteség figyelembevé­
telével történő számításra is.
Ezzel szemben a tárgyalás lényegéhez tartozik, 
hogy elméleti tányérokat tételezünk fel, vagyis úgy 
számolunk, hogy az egyes tányérokat elhagyó folyadék- 
és gőzáram egymással fázisegyensúlyban van.
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Feladatunkat tehát szavakban a következőkép­
pen fogalmazhatjuk meg: rögzített betáplálás és 
mennyiségi viszonyok mellett keressük az egyes tá­
nyérokat - és igy az oszlopot - elhagyó anyagára­
mok mennyiségét, hőmérsékletét és összetételét, 
megkívánva, hogy minden tányéron teljesüljenek a 
komponens- és hőmérleg-egyenletek, valamint a fá­
zisegyensúly feltételei.
A feladat matematikai megfogalmazásához szük­
ség van még néhány alapfeltevésre. A fázisegyensúly 
feltétele azt jelenti, hogy a hőmérséklet, a nyo­
más és az egyes komponensek kémiai potenciálja az 
egyes tányérokat elhagyó folyadék- és gőzfázisban 
azonos.
Ez utóbbit az összetételek közötti
/ 2.1 /
függvénykapcsolattal szokás kifejezni.
/Itt is, és a továbbiakban is - ha más megkö­
tést nem teszünk - i=l,2,...,n, j=l,2,...,m, vagyis 
az egyenlet minden tányérra és minden komponensre 
vonatkozik./
Tárgyalásunkat ideális elegyekre korlátozzuk. 
/Egészen pontosan: az elegyedést tekintjük ideális­
nak . /
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Ez súlyos megszorítást jelent, mégis meg kell ten­
nünk, mert véleményünk szerint igy jutunk el az 
alapkérdéshez, amelynek tisztázása elengedhetetlen 
reális elegyek elválasztásának számításához is. Ma­
tematikailag ez azt jelenti, hogy az y. . móltört
f 3csak a nyomástól, a hőmérséklettől és az  ^ móltört­
től függ, mégpedig az utóbbival arányos. Miután 
a nyomást rögzítettük, a fázisegyensúly feltételé­
nek matematikai alakja igy:
*i,j = kj (Ti)xi,j • I 2 - 2 *
Ami а к (T) függvény alakját illeti, ideális 
folyadék- és gőzfázis esetén a Dalton- és Henry- 
törvények alapján к (T) = p° (T)/Р adódik, ahol
p° (T) jelenti az illető komponens gőznyomást, ha 
az a folyadékfázisban egyedül van jelen. Tiszta 
anyagok gőznyomását a hőmérséklet függvényében az 
Antoine-egyenlettel Írhatjuk le :
Un p° = a + ---— ---  , /2.3/
T + c
ahol a, b és c az illető anyagra jellemző állandók.
Ezt a függvényalakot nem ideális esetben is 
megtartjuk közelitő formulaként, úgy, hogy együtt­
hatóit szakaszonként, kísérleti vagy irodalmi ada­
tokból, regresszióval kell meghatározni. /Egyszerű­
ség kedvéért a továbbiakban feltételezzük, hogy 
c = 273,16/. így a /2.2/ összefüggés a következő 
alakot ölti:
6yi,j = ex£> (kj <1>+ kj<2)'Tabs) xi,j l 2 - * !
Az egyes komponensek parciális moláris ental- 
piáját a hőmérséklet függvényében mind folyadék-, 
mind gőzfázisban lineárisan közelitjük. E közelitő 
függvényeket mérnöki szempontból egy-egy feladathoz 
elegendően pontosnak, számítástechnikai szempontból 
pedig - egyszerűségűk miatt - rendkivül célszerűnek 
tartjuk.
A kolonna vázlatát az 1. ábra, mig egy általá­
nos tányér vázlatát a 2. ábra mutatja. Az ezeken lát­
ható jelölésekkel feladatunkat matematikai alakban 
a következőképpen fogalmazhatjuk meg:
Rögzitett F ,, T Z. ., L , U. és W. mellettJL b , 1 1/J -L 1 1
kiszámitandók az L ., V.,T. és x. . értékek. A követ-1 r í  1 / 3
kező egyenletek teljesülését kivánjuk meg:
a, anyagmérleg /tömegmérleg/ egyenletek
Li-1 + V i+1 + Fi - L! - Vi - Ui - «! = 0 /2.5/
b, komponensmérleg egyenletek
L , -i x . . . - ( L . +U .) x , . -(V.+W.) y. . +i-1 1-lfl i 1 i,3 i i i,D
+ vi+i yi+i,j =-Fi zi,j / 2.6  /
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c, homérleg egyenletek





j V j  ' V  xi,j
Vi= Ej 4 j  ' V  *l.j
v±) Z hL,j <TB,i> ZLj
^  ;V j (TB,1) zv,i,j
d, a fázisegyensúly feltételei
n , j = kj (Ti> xi,j /2-8/
e, a móltörtek összegére vonatkozó egyenletek
• Xi,j és E y, .j i#J
1 1 /2.9/
83. IRODALMI ÖSSZEFOGLALÁS
Az előző pontban megfogalmazott feladat meg­
oldásával az utóbbi másfél évtizedben kezdtek in­
tenziven foglalkozni. Ez érthető is, hiszen ha azt 
a kettős célt tűzzük magunk elé, hogy:
- valóságos méretű feladatot /és nem tanköny­
vi mintapéldát/
- a mérnöki gyakorlatban megengedhető időrá­
fordítással
oldunk meg, akkor a számitógép nélkülözhetetlen se­
gédeszközzé válik. Az elektronikus számitógép pedig 
a műszaki életben az ötvenes évek végén kezdett meg­
jelenni. így a számitógép előtti korszakot tulajdon­
képpen két cikk jelenti: [20] , [32] , amelyek azon­
ban a maguk idejében inkább elméletileg levezetett 
egyenletek voltak, mint a gyakorlatban használható 
számítási módszerek. Az első, számitógépre alapozott 
munkák 1958-1959-ben jelentek meg: [1] , [12] ,
[22]' , [28] , és mindjárt négy különböző irányzat ki­
indulópontjává váltak. A probléma az irodalomban azóta is 
állandóan napirenden van, ami egyrészt a kérdés fontos­
ságára és - minden egyszerűsítő feltevés ellenére - 
bonyolult voltára, másrészt arra utal, hogy mindmáig 
nem sikerült a feladatot minden szempontból kielégítő­
en megoldani.
Mielőtt az irodalom részletes ismertetésére rá­
térnénk, két általános kritikai szempontot szeretnék 
megemlíteni.
9Tulajdonképpen két, egymással ellentétes ve­
szélyről van szó. Az egyik a matematikai formalizmus­
ba való túlzott elmerülés, amelynek eredményeként 
szép, de gyakorlatban nem vagy alig használható egyen­
leteket kapunk.
A másik - ezzel ellentétes - veszély a szűk 
prakticista szemlélet, a matematikailag nem kellően 
megalapozott, intuitiv, ad hoc módszerek használata.
Az irodalom tárgyalását időrend helyett a fel­
adat különböző megközelitései szerint csoportosítjuk.
3.1. Tányérról_tányérra_történo_számitás
A kérdés legegyszerűbb és legszemléletesebb 
megközelitése a következői tételezzük fel, hogy ismer­
jük az i+l-edik tányérról felszálló gőz és az i-edik 
tányérról lecsurgó folyadék állapotát. Ezen adatok­
ból kiszámítható
- az egyensúlyi egyenletek alapján az i-edik 
tányérról felszálló gőz összetétele,
- a gőz mennyiségét feltételezve az anyagmér­
legegyenletekből az i-l-edik tányérról lecsur­
gó folyadék mennyisége és összetétele,
- a buborékpont-egyenletböl az i-l-edik tányér 
hőmérséklete,
- a hőmérleg alapján iterativ utón kiszámítható 
a gőzmennyiség helyes értéke.
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Ezzel az i-l-edik tányér szempontjából ugyan­
az a szituáció áll fenn, mint a számitás megkezdése­
kor az i-edik tányérra, igy a számitásmenet tányérról 
tányérra felfelé folytatható. Hasonló eljárás alkal­
mazható lefelé is, igy egyszerű kolonnára az egész 
oszlop számítása a következőképpen szervezhető meg:
- feltételezünk egy fejtermék összetételt, és 
elindítjuk a számítást felülről lefelé,
- a globális anyagmérleg alapján kiszámítjuk a 
fenéktermék összetételét, és tányérról tá­
nyérra felfelé haladunk,
- valahol a kolonna közepén - célszerűen a be­
táplálásnál - a két számitás találkozik és 
itt ki kell elégítenünk bizonyos kapcsolódá­
si feltételeket,
- e kapcsolódási feltételek alapján korrigáljuk 
a feltételezett fejtermék összetételt.
Ez a lényege J. Greenstadt és munkatársai 
1958-ban megjelent cikkében ismertetett módszernek 
[12], amely azonban nem talált követőkre, és lénye­
gében zsákutcát jelentett. Ennek több oka van: 
először is az utolsó pontban emlitett korrekció tu­
lajdonképpen egy
F j (X1,1'X1,2'- ‘ * 'xl,m> = 0 /3.1/
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alakú m változós nem-lineáris egyenletrendszer megol­
dását jelenti, ahol az egyes F  ^ függvények kiszámítá­
sa alkotja az egész kolonna-számitást. A Newton-mód­
szerhez szükséges parciális deriváltak kiszámítása 
már a szerzőknek is nagy*nehézségeket jelentett, a 
véges differenciákkal való közelítés pedig az egész 
kolonna m+l-szeri végigszámitását jelentené egyet­
len lépéshez. Ráadásul a függvények erősen nem-line- 
árisak, tehát gyors konvergencia sem várható. A másik, 
talán még súlyosabb nehézség, hogy a módszer a fej­
termék összetételének előzetes ismeretét kivánja meg. 
Jó becslést adni - különösen azokra a komponensekre, 
amelyek a fej termékben gyakorlatilag egyáltalában 
nem fordulnak elő, és amelyekre a számitás pl. 
^0-5-^q-20 értéket eredményezne - szinte lehetetlen, 
márpedig a számítás éppen erre rendkívül érzékeny.
3.2. A_0_/theta/_módszer
W.N. Lyster és munkatársai 1959-ben több cikkből 
álló sorozatot tettek közzé [22] - [24]] , amelyben uj 
módszert javasoltak rektifikáló oszlopok számítására. 
Lényege, hogy az oszlop végigszámolása után az egyes 
komponenseknek a fej- és fenéktermék közötti megoszlá­
sát a
egyenlet alapján korrigálták. A szerzők az anyagmér­
leg-egyenleteket - az e dolgozatban alkalmazott 
koncepciótól formailag eltérően - komponensáramokra 
Írták fel, igy e gondolatmenetben b ^ , d^, f_., JL ^
ill.v, . a j-edik komponens áramát jelenti rendre í / Da fenéktermékben, desztillátumban, betáplálásban, az 
i-edik tányérról lecsurgó folyadékban, illetve az 
onnan felszálló gőzben. A 0 korrekciós tényezőt va­
lamennyi komponensre azonosnak tekintették. Ez való­
ban zseniális gondolatnak bizonyult, mert kiküszöbölte 
az előbb emlitett sokváltozós egyenletrendszert és a 
parciális deriváltak szükségességét.
E helyett minden iterációban egy-változós függvény 
zérushelyét kell megkeresni. A komponensmérleg egyen­
let egyszerű oszlopra felírva
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függvény zérushelyét kell megkeresni. Ez aránylag könnyű 
feladat, mert a g (0) függvény a (0, + °°) intervallum­
ban szigorúan monoton csökkenő, g (0) = В és g (°°) = -D 
igy ebben az intervallumban pontosan egy gyöke van.
Feltevődik természetesen a kérdés, hogy van-e 
valami elméleti alapja a 0 korrekciós tényezőnek?
Bár sok kísérlet történt a módszer elméleti megalapozá­
sára és értelmezésére, mégis úgy gondoljuk, hogy az igaz 
sághoz a szerzők legelső megállapítása áll a legközelebb 
"a feladat empirikus összefüggés keresése volt a számí­
tott és korrigált b^d.^ értékek között", 
így a módszert matematikai szempontból intuitívnek kell 
tekinteni, használhatóságát azonban több száz eset ta­
pasztalata igazolja.
A komponensmérleg számítás - abszorpciós és 
sztrippelési tényezők bevezetésével - úgy van szervez­
ve, hogy az egyes komponensek móltörtjére explicit mó­
don ne legyen szükség.
A számítás menete a következő:
- A kolonna hőmérsékletprofiljának felvétele,
- A folyadék- és gőzáramok felvétele,
- A komponensmérleg számítás elvégzése az oszlop 
két végéről elindítva,
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- Az oszlop közepén kapott b ^ / d ^ elválasztási 
tényező korrekciója a 0 módszerrel,
- A korrigált /d^ értékek és a globális anyag­
mérleg alapján b. és d . számítása,
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- A komponensmérleg egyenletekből adódó j/dj' 
illetve j /bj értékek alapján az összetéte­
lek kiszámítása minden tányéron.
- A hőmérsékletprofil korrigálása a buborék-,
illetve harmatpontok, a folyadék- és gőzáramprofilé 
a hőmérleg alapján,
- Az egész számitás megismétlése az uj hőmérséklet*/ 
illetve folyadék- és gőzáramprofil alapján számí­
tott abszorpciós és sztrippelési tényezőkkel.
A számitás akkor fejeződik be, ha a g (0) függ­
vény zérushelye - az előirt hibahatáron belül - a 0 = 1 
értéknél van. Ekkor ugyanis a számított és korrigált el­
választási tényező azonos, és az egyúttal valamennyi 
egyenlet kielégítését is jelenti.
Bár a számitásmenet merőben különbözőnek látszik 
a 3.1. pontban ismertetetthez képest, kis átalakítása 
után a rokonság nyilvánvalóvá válik.
A módszer általánosítását több betáplálást és 
több elvételt tartalmazó, bonyolult kolonnák számításá­
ra a szerzők a sorozat harmadik cikkében Írták le.
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Eszerint minden oldalelvételhez egy újabb 0^ korrek­
ciós tényezőt rendeltek hozzá, a
w P/..J.
d . 
3 kor d .
/3.7/
szám





j/kor 1 + Q. b .
j szám
. ♦••+ePÇEa)' 3 szám j / szám
/3.8/
összefüggéssel számítható /ahol 0Q jelenti az egyszerű 
oszlop 0-ját/.
A korrekció alapjául szolgáló függvények
9o ( 0q / Ej
d. ,1 / kor - D
© 1 1 И M 0 ( WP/j ^
x * j P dj >szám
dj f kor
/3.9/
alakban irhatok. A 0-kat /3.9/-bol például Newton-ite­
rációval lehet kiszámítani.
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A módszer széles körben elterjedt, amiben nem 
kis része volt C.D. Holland - a cikksorozat egyik 
társszerzője - kitűnő könyvének Ql3] , ugyanakkor,
különösen bonyolult oszlopok számításánál, sok bí­
rálat is érte. A bírálók elsősorban a numerikus - ke­
rekítési - hibák iránti érzékenységet tették szóvá, 
véleményünk szerint azonban a számitások sikertelen­
ségének mélyebb oka is van. Mint említettük, a kom­
ponensmérleg számítások igen érzékenyek az induló 
értékekre. Ha az oszlopba több helyen történik be­
táplálás, akkor a két végéről megindított és vala­
mely betáplálásnál befejezett komponensmérleg szá­
mításoknak át kell haladniok egy olyan tányéron, 
ahol szintén betáplálás van. Ha most az indulásnál 
valamelyik komponensáramot - az iteráció közelitő 
jellege miatt - túl kicsinekjválasztottuk, előfordul­
hat, hogy e betáplálási tányérról a folyadék- és 
gőzárammal távozó komponens számított mennyisége 
kisebb lesz, mint a betáplálással odaérkező - és 
természetesen rögzített - mennyiség. Ez az eggyel alat­
ta fekvő tányérról felszálló gőzben negativ komponensára­
mot eredményez, ami nemcsak fizikailag irreális, hanem 
a további számításokban is beláthatatlan következmények­
re vezet.
A 0 módszert veszi védelmébe D.S. Billingsley 
- ugyancsak az eredeti cikksorozat társszerzőinek 
egyike - 1966-ban megjelent cikkében [43 . Kitér a 
numerikus instabilitásra és a megoldás konvergenciá­
jára. Az előbbire vonatkozóan azt állitja, hogy a 
komponensmérlegek számítása közben nem lépnek fel 
nagy kerekítési hibát okozó kivonások.
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A szerző 1970-ben megjelent cikkével [ój kap­
csolatban mindenekelőtt érdekes megfigyelni a két 
cikk közötti rendkivül nagy szemléleti különbséget.
Ez utóbbiban - igaz, hogy még mindig komponensáramok­
ra és nem móltörtekre felirva - már lényegében a 
tridiagonális módszer kerül alkalmazásra. Tulajdon­
képpen helyesen látja meg a hőmérséklet korrigálásá­
nak módját is, azonban alkalmazását csak a számitás 
végén, I 0 -1 I < 0.01 esetben javasolja.
G.W. Boynton szintén 1970-ben megjelent cikké-
ben [7] a hőmérséklet-korrekcióra a d L . /ЗГ ( p 1,2,...,n)_ ^ Pa homérleg kiegyenlitetlenség korrekciójára a
9Q. / 9L parciális deriváltak alkalmazását javasolja. ^ PA cikk szonban inkább egyenletek felirását nyújtja, 
és nem ad jól alkalmazható számitási módszert. Ráadá­
sul itt mutatkozik meg az a szemléleti probléma, amit 
a komponensmérlegeknek áramokra és nem móltörtekre 
való felirása okoz. Ez teszi ugyanis szükségessé 
az egymásba ágyazott - és ezért rendkivül munkaigé­
nyes - iterációk alkalmazását.
A két szerző, D.S. Billingsley és G.W. Boynton 
közös cikke [б} lényegében a [7] -ben elindított 
gondolatmenet folytatása, és teljes szakítást jelent 
a 0 módszerrel.
A G módszert sokan átvették, alkalmazták, ja­
vították [jLlJ , [29] , és például erre alapozva dol­
gozott ki programrendszert a Chemoprojekt csehszlovák 
vegyipari tervezőiroda is. Mint azt Z. Lutovski az
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1972. évi CHISA kongresszuson tartott előadásában 
[21] elmondta, a problémáknak mintegy 90 %-ával 
tudtak sikerrel megbirkózni. Ezért több betáplálás 
esetére igen bonyolult korrekciós formulát dolgoz­
tak ki. Ez gyakorlati szempontból nézve, figyelembe 
véve a programrendszer kifejlesztésére már ráfor­
dított nagy munkát és a sikeres számítások magas 
arányát, indokolt lehet, elméleti, tudományos szem­
pontból azonban inkább arra utal, hogy a problémákat 
gyökerestől csak egy teljesen más módszer alkalmazá­
sával lehet megoldani.
3.3. Tridiagonális_mátrix_módszerek
A bevezetőben emlitett négy korai és egymástól 
független irányzatot képviselő cikk egyike N.R. 
Amundson és A.J. Pontinen 1958-ban megjelent munkája 
[l] , amely az un. tridiagonális mátrix módszerek
alapját fektette le. A szerzők a számitógépek vegy­
ipari alkalmazásának e korai szakaszában rendkívül 
világosan foglmazzák meg a problémát, és matematikai­
lag helyesen, rendszerezve és áttekinthetően Írják 
fel a kielégítendő egyenleteket. Mégis a szerzőknek 
egy egy évvel későbbi publikációján kivül [2] , 
amely a számítási eljárást a kolonnához kapcsolt 
sztripper esetére terjeszti ki, a legközelebbi, e mód­
szert alkalmazó és továbbfejlesztő munka csak 1966- 
ban jelent meg [37j . Azóta e cikk vált a tridiagoná­
lis módszer legfontosabb irodalmi forrásává.
19
Az alapvető egyenleteket a feladat matemati­
kai megfogalmazásánál már az itt szükséges formában 
irtuk fel /2.5 - 2.9/ . Ezek megismétlésétől elte­
kintünk. A komponensmérleg egyenleteket - komponen­
senként külön-külön - könnyen meg lehet oldani, 
ha figyelembe vesszük az egyenletrendszer mátrixá­
nak speciális, tridiagonális szerkezetét, /lásd 
4.1. pont/
A kapott x^  ^ értékeket a fázisegyensulyi 
egyenletekbe helyettesítve uj hőmérsékletprofilt, 
mig a hőmérleg egyenletekből uj folyadék- és gőzáram- 
profilt számítunk. A szerzők nem emlitik ugyan a ka­
pott X. . értékek normálását, ez azonban természetes1 г Jlépésként adódik már [l] -ben is. А к egyensúlyi 
állandók hőmérsékletfüggését negyedfoku polinommal 
veszik számításba és a /2.8/ egyenletből az uj T\ 
kiszámítására biztonsági okokból a Müller-módszert 
használják a Newton-iteráció helyett. Véleményünk 
szerint, ha а к (T) függvényt a /2.4/ alakban közelit­
jük, ez felesleges /lásd 4.2. pont/.
Az eljárás konvergenciája különösen a megol­
dás közelében nem kellően gyors. Ezen kiván segíte­
ni D.K. Houtby és A.U. Khan [l4] intuitiv konvergen- 
ciagyorsitó eljárása. A módszer lényege, hogy három 
iteráció után az egyes tányérok hőmérsékletét a 
/2.9/ egyenletek megoldása helyett a várható végső 
hőmérsékletprofil előrebecslésével korrigálják.
Valószínű, hogy a módszer az esetek többségé­
ben valóban gyorsabb konvergenciát ad, erre azonban
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éppen az intuitiv jelleg és a matematikai megalapo­
zottság hiánya miatt nincs biztositék. Az eljárás 
elvi hibája ugyanabban rejlik, amiben az eredeti 
Wang-Henke módszeré, azt tételezi fel, hogy minden 
függvény csak az illető tányér hőmérsékleté­
től függ. Az igazság viszont az, hogy minden 
függvény valamennyi tányér hőmérsékletének függvé­
nye .
3.4. EgYenletrendszerek_szimultán_megoldása
Több kisérlet történt a /2.5 - 2.9/ egyenle­
tek szimultán felírására és megoldására. J.S. Newman 
[2pJ a folyadékáram profilt korrigálja a hőmérsék­
let függvényében a
3L. 3L. 3L.
dL. = ---- - dT. + ---—  dT + ...+ ---—  dT /3.10/
1 ЭТ. 1 3T„ Z ЭТ1 2 n
formában. A hőmérséklet-korrekciókra lineáris egyen­
letrendszert kap, amelynek együtthatóit azonban csak 
nagyon bonyolult iterativ utón tudja kiszámítani. A 
kapott eredmények összehasonlításából kitűnik, hogy 
a szükséges iterációk száma valamivel kisebb, mint 
az egyéb módszereknél, és a szerző egy más módszerek­
kel nem kezelhető feladatot is sikeresen oldott meg.
Az idézett munka fontos szempontokat vet fel 
a különböző módszerek összehasonlítására. Megállapitá- 
sa szerint - és ezzel egyet kell érteni - egymagában 
az iterációk számának összehasonlítása nem megfelelő
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értékelési alap. Figyelembe kell venni a megbízható­
ságot, a számitás időszükségletét és az elérhető pon­
tosságot .
A feladat teljesen általánosan matematikai 
kezelésére törekedett F.P. Stainthorp és P.A.
Whitehouse [30] , akik végül is - egyszerű kolonná­
ra - n (2m+4) ismeretlenes, nem-lineáris egyenlet­
rendszerhez jutottak. A megoldásra Newton-iterációt 
javasolnak, az ehhez szükséges parciális deriválta­
kat azonban csak közelítőleg lehet számitani. Bár 
az ezen elven dolgozó számítógépi program ismerte­
tésekor [31] egyszerű kolonnákra a speciális tulaj­
donságok kihasználása végül is csak 2n ismeretlenes egyen­
letrendszer megoldását igényli, a munkát inkább érdekes 
és általánosságra törekvő matematikai levezetésnek, 
mint a gyakorlatban használható számítási eljárásnak 
kell tekinteni.
Ugyanezt az utat követi J.W. Tierny és J.A.
Bruno [ЗЗ] , illetve J.W. Tierny és J.L. Yanosik [34], 
akik a feladatot teljesen általánosan, mátrix-egyen­
letek formájában Írják fel. Végül is 2n ismeretlenes 
lineáris egyenletrendszerhez jutnak, amelynek együtt­
hatóit bonyolult mátrix-szorzásokkal lehet kiszámí­
tani. így, bár a mintafeladatokban igen gyors konver­
genciát értek el, ebben a formában a módszer valószí­
nűleg túlságosan munkaigényes, és az elég bonyolult 
megfogalmazás miatt sem számíthat széleskörű elterje­
désre. Ami a szükséges memóriakapacitást illeti, 32K- 
szó gyorsmemóriával háttérmemória igénybevétele nél­
kül [ЗЗ] szerint mintegy 50 tányéros, a [34] szerint
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10 komponenst és 25 tányért tartalmazó feladatot 
tudtak kezelni. A második cikkben összehasonlitják 
az Amundson [l ^  által közölt ;i mintafeladatra ka­
pott eredményeiket az eredeti és a Wang-Henke- 
módszer szerint kapottakkal. Bár kevesebb iteráció­
ra van szükségük, és a konvergencia a megoldás kö­
zelében négyzetes, egy-egy iteráció munkaigénye 
valószinüleg sokkal nagyobb, és ezért kétséges, hogy 
a számítás teljes időszükségletében elérhető-e meg­
takarítás .
J.F. Tomich egy 1970-ben megjelent cikkében [35^ 
szintén a tridiagonális módszert alkalmazza az anyag­
mérleg egyenletek felírására és megoldására. A hő­
mérséklet- és gőzáramprofilt szimultán korrigálja, 






Ei = Vi+1 «7,1+1 + Li-1 V i - l  ~ (Li+Vi) HL, i
- (Vi+Wi) + F. Нв д  + О, /3.12/
Az és függvényeket és szerint sorbafejt 
ve, a lineáris tagok után megállva, a kifejezést 
zérussal egyenlővé téve
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a kivánt korrekciókra szintén 2n ismeretlenes lineá­
ris egyenletrendszer adódik. A korrekciós egyenlet 
együtthatóit a szerző a véges differenciák módszeré­
vel határozza meg. Ez azonban az és E^ értékeknek 
(2n+l) -szer való kiszámítását igényli, vagyis egy 
Tomich-féle iteráció munkaigénye közelítőleg 2n+l 
Wang-Henke-féle iterációnak felel meg, a korrekciós 
egyenlet mátrixának felírásáig. Ehhez járul a meg­
oldás n"Tial arányos munkaideje. A három mintafel­
adat megoldásához szükséges iterációk száma /8,11, 
illetve 11/ nem utal gyors konvergenciára. Mindent 
egybevéve, Tomich módszerét nem lehet versenyképes­
nek tartani.
J.W. Gentry [10] szintén linearizálja a globális 
anyagmérleg, a komponens és hőmérleg, valamint 
az egyensúlyi egyenleteket. Részletesen elemzi saját 
módszerének időszükségletét, összehasonlítva az 
Amundson-Pontinen-félével. /Az összehasonlitás való­
jában a Wang-Henke-módszerrel történik./ A következ­
tetés nem egyértelmű, egyik helyen a szerző azt ál-2Htja, hogy módszere (0.75 m + 3.5m + 5) -szőr mun­
kaigényesebb, más helyen, hogy munkaigénye nem éri 
el az Amundson-Pontinen-féle módszer m-szeresét.
Még a második, számára kedvezőbbet tekintve és fi­
gyelembe véve azt is, hogy ugyanannak az 5 komponensü
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elegyre vonatkozó munkafeladatnak a megoldása, amely­
hez Amundsonnak 15, Wang és Henkének 6 iterációra 
volt szüksége, nála 10 iterációt igényelt, arra a 
következtetésre kell jutnunk, hogy e módszer semmi­
képpen nem jelent előrelépést a már ismertekhez ké­
pest .
0. Orbach és munkatársai [27[] ugyancsak Newton- 
Raphson-iterációval korrigálják a hőmérsékletprofilt, 
a Jacobi-mátrixot azonban nem minden iterációban 
újítják fel. A szükséges iterációk száma igy nagyon 
magas, 30-50 lesz. A Jacobi-mátrix inverzének mó­
dosítására Brusset [8 ] a Broyden módszert ajánlja.
3.5. Egyéb_számitási_módszerek
Az irodalomban még két, az eddigiektől teljesen 
eltérő számítási módszert dolgoztak ki rektifikáló 
oszlopok matematikai modellezésére. Az első a tran­
ziens mérlegegyenletek idő szerinti integrálásán alap­
szik, mintegy szimulálva a stacioner állapot beállá­
sát. A módszert először 1958-ban A. Rose [28] java­
solta, majd W.E. Ball [3] javitott az integrálás mód­
szerén, végül J. Jelinek, V.Hlavácek és M. Kubicek 
dolgoztak ki hatékony számítási módszert [16] , [17] ,
és vizsgálták a konvergencia gyorsaságát [l5j





= Z . 3
i/j /3.14/
ahol Zj a tányéron lévő folyadékfázis mennyisége 







ahol О < 3 < 1.
Ebbe az egyenletbe ß =l-et behelyettesitve, 
az integrálás mindig stabil és a /3.14/ egyenletbe 
a fázisegyensulyi feltételeket beirva a következő 
egyenletet kapjuk:
At Li-1 X . . . +1-1,3
ATfV, k, .+L. . \__LA__ijJ__LUi +  1 X1,3
Ат V к (t-1)
Í L V iílJ l ü :l , 3 *1+1 , ! - * ! ^  /3 -16/
zi
ahol a baloldalon az L, V, к és x értékeket a (t) idő­
pontban kell venni. Ha az ismeretlen (t) idopontbeli 
L, V és к értékek helyébe azok (t-1) idopontbeli ér­
tékét helyettesitjük, megoldhatóvá tettük az egyenlet­
rendszert, de valamelyest tovább rontottuk az amúgy is 
csak lineáris konvergenciát. A konvergencia sebessége
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alapvetően az ш=Дт/г relaxációs faktor megválasz­
tásától függ. A szerzők a 10 < w < 1000 tartományt 
vizsgálták, és különböző konvergenciagyorsitó el­
járásokat próbáltak ki. Végeredményben egy ha: kom- 
ponensü elegy elválasztása nyolc tányéron mintegy 
20-50 iterációt igényelt. Mivel a /3.14/ egyenlet 
a fenti helyettesítéssel ugyanolyan tridiagonális 
egyenletrendszerré válik, mint a /4.3/, ezért egy 
iteráció munkaigénye körülbelül megfelel egy 
Wang-Henke-iterációénak. A szerzők módszerük elő­
nyét elsősorban a megbízhatóságban és több kolonná­
ból álló összetett rendszerek könnyű kezelhetőségé­
ben látják. Ezeket ismerve is, meg kell azonban álla­
pítani, hogy a módszer lassú.
A másik -az eddigiektől teljesen eltérő" mód­
szer az invariáns beágyazás elvén épül fel. Ez két­
oldali peremértékfeladatok megoldására kidolgozott, 
nagymértékben intuitiv módszer, mellyel azonban diszkrét 
problémák is tárgyalhatok. Lee és Noh [18] , [19]] ,
[26]] cikksorozatban mutatták meg e matematikai eljá­
rás alkalmazhatóságát rektifikáló oszlopok modellezésé­
re. Anélkül, hogy a matematikai részletek tárgyalásá­
ba belemennénk, úgy véljük, hogy a matematikai tárgya­
lás bonyolultsága, nagy memória- és munkaigénye miatt az 
eljárást inkább úgy kell tekintenünk, mint egy matema­
tikai módszernek a vegyészmérnöki problémakörből vett 
illusztrációját, s nem mint egy vegyészmérnöki fela­
datnak a gyakorlatban is használható megoldását.
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Végül két olyan cikket tartok szükségesnek 
még emliteni, amelyek - minthogy nem uj eljárást, 
hanem a problémakörre vonatkozó általános gondola­
tokat tartalmaznak - a mi csoportositásunkba nem vol 
tak beleilleszthetők. J.R. Friday és B.D. Smith 
[9 J 1964-ben részletesen elemezte egyensúlyi 
egységekből álló berendezések számításának problé­
máit. A szerzők szerint a /2.6/ - /2.9/ egyenletek 
felirása után a számitásmenet kialakításához hat 
lényeges döntésre van szükség.
Az első az egyenletek csoportositása hely vagy 
tipus szerint. Ez a kérdés eldöntöttnek volt tekint­
hető már a cikk megjelenésekor, egy kivételével [_12] 
ugyanis minden módszer - addig is, azóta is - a ti­
pus szerinti csoportositást választotta, vagyis az 
azonos tipusu egyenleteket oldotta meg az egész osz­
lopra egyszerre. A második az egyenletek kielégítésé-' 
nek sorrendjére vonatkozik. A szerzők szerint a leg­
célszerűbb - az egyensúlyi feltételek behelyettesí­
tése után - először a komponensmérleg, utána az összeg 
zési, majd a hőmérleg egyenletek kielégítése. A har­
madik döntés legfontosabb. Azt kell eldönteni, hogy 
a /2.7/ és /2.9/ egyenletek közül melyiket használjuk 
fel a hőmérsékleteloszlás, és melyiket a folyadék- 
és gőzáramprofil korrigálására. A szerzők szerint
- és ezt szemléletes példával támasztják alá - közeli 
forráspontu elegyek esetén, vagyis rektifikáló oszlop­
nál, az összegzési egyenleteket, ellenkező esetben
- vagyis abszorbernél, extraktornál stb. - a hőmér­
leg egyenleteket kell a hőmérsékleteloszlás korrigá-
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lására felhasználni. Bár harmadik alternatíva­
ként az együttes korrekció is lehetséges, a szer­
zők álláspontját mégis lényegében helyesnek kell 
tartani. A cikk legnagyobb érdeme e kérdés felve­
tése és megválaszolása. A negyedik döntés az anyag­
mérleg egyenletek megoldási módszerének kiválasz­
tása. Itt elsősorban numerikus problémákról, a ke­
rekítési hibák propagációjárói van szó.
Az ötödik döntés az uj hőmérsékletprofil szá­
mítására vonatkozik. Ha a harmadik döntésnél 
- helyesen - az összegzési egyenleteket választot­
tuk, akkor a szerzők, a móltörtek normálása után, a 
buborékpont számítását javasolják. Mivel jelen mun­
ka egésze egy ettől eltérő koncepciót fejt ki, ezért 
itt ezt a kérdést nem részletezzük. A hatodik,'utol­
só döntés az uj folyadék- és gőzáram profil kiszá­
mítására vonatkozik, és ismét elsősorban a numerikus 
problémák elkerülését célozza.
J. Willadsen a "Decision, Design and the Com­
puter" szimpóziumon felkért hozzászólóként többek 
között a [l4j és [15] előadásokhoz fűzött kommen­
tárt [36j . Állásfoglalásában, elfogadva a buborék­
pont számítást mint a hőmérséklet korrigálásának 
módját, a konvergencia gyorsítására tett erőfeszí­
téseket helyeselte, az egyenletrendszerek szimultán 
kezelése helyett. Kifejtette azt a véleményét, hogy 
a különböző módszerek összehasonlítását nagymérték­
ben elősegítené, ha azokat azonos tesztfeladatokon 
lehetne kipróbálni. Ilyen általánosan elfogadott 
mintafeladatok hiányát jelen munkákban is erősen érez­
tük .
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4. A KOLONNA-SZÁMÍTÁS uj m ó d s z e r e
A kidolgozott uj módszer a komponensmérleg 
egyenletek megoldására megtartja . a Wang-Henke-féle 
tridiagonális mátrix módszert, azonban más, a fela­
dat természetéhez jobban illeszkedő hőmérsékletpro- 
fil korrekciót valósit meg.
4.1. A_módszer_ismertetése
Tételezzük fel ismertnek a /és ezzel
együtt \Л/ értékeket, és Írjuk fel ismét a /2.6/ kom­
ponensmérleg egyenletet egy általános tányérra úgy, 
hogy y. . helyébe k. . x. .-t helyettesítünk:
Látható, hogy ha a /4.1/ egyenletet valamennyi tányér­
ra felírjuk, akkor az x. .-kre olyan n ismeretlenes 
lineáris egyenletrendszert kapunk, amelynek mátrixa 
tridiagonális, vagyis a fődiagonális és a két mellette 
lévő elemen kivül az összes többi elem zérus. Legyen:
+ V . . . к . . x . .. .i+1 i+l,j i+l»D /4.1/
b
ci,j Vi+1 ki+l,j
d1» j -F. z1 i»j
/4.2/
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Ezekkel a jelölésekkel az egyenletrendszer a követ­
kező alakú:
Ez az egyenletrendszer Gauss-eliminációval igen köny- 
nyen és gyorsan megoldható. Legyen
Ezzel a fenti egyenletrendszert a következő alakra 
hoztuk :
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1 pl,j Xl,j ql,j
1 P2,j X2,j q2,j
1 Pi,j X ,  .i, J = qi,j
1 Xn,D qn,j
/4.5/
amiből az x. . móltörtek az
;i,j = - Pi,j <pn,j = °>
összefüggéssel számithatók ki. Ezt a számitást termé­
szetesen valamennyi komponensre el kell végezni, 
hogy eredményül megkapjuk minden komponens folyadékfá- 
zisbeli móltörtjét minden tányéron. Ezzel teljesülnek 
a komponensmérleg egyenletek és a fázisegyensulyi fel­
tételek, de az x. . móltörtek összege az egyes tányé-1 f Jrokon nem lesz egységnyi, és nincs biztosítva a hőmér­
leg teljesülése sem. A móltörtek összegének egytől való 
eltérése miatt a kapott x. . értékek csak egy számitás 
közbenső eredményeinek tekinthetők és semmiféle fizikai­
lag létező vagy létezhető állapotot nem reprezentálnak. 
Az összegzési és hőmérleg egyenletek teljesülését az 
előre felvett és értékek korrigálásával kell elér­
ni. Erre elvileg kétféle lehetőség volna, desztillációs 
számitásnál azonban az a célszerű [íT| , ha a hőmérsék­
let profilt az összegzési, a folyadékáram profilt a hő­
mérleg egyenletek alapján korrigáljuk. Módszerünk ennél 
a pontnál tér el a Wang-Henke-félétől.
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Az egyenletrendszer szerkezetéből következően 
bármely hőmérséklet megváltoztatása maga után 
vonja valamennyi  ^ érték megváltozását. Ezért 
elvileg is hibás a Wang-Henke-módszerben az az el­
gondolás, hogy a hőmérsékletet úgy határozzuk 
meg, hogy Ï k^, . x.  ^ = 1 legyen. Ehelyett változ­
tassuk meg Valamennyi T^-t (T^ + AT^) -re és Írjuk 
fel újból a komponensmérleg egyenleteket. A tányér­
hőmérséklet megváltoztatása következtében természe­
tesen k^,j is megváltozik, amit lineárisan közelitve:
A /2.4/egyenlet alapján
(2)




így a komponensmérlegek :
Li-1 (xi-l+Axi-l,j> “ [Li+Ui+ (V i+Wi)(ki, j+Aki, j Я 
(xi,j+ Axi,j) + Vi+1 (ki+l,j+ Aki+1,j)(xi+l,j+ Axi+l,j)
Kifejtve, és a másodrendűén kis mennyiségeket elhanya 
golva :
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U  1 X ,  . - rL,+U,+ (V.+W, ) к. .“1 X .  ,+V. ... к. , ,  . X ,  , - . i-1 i-1,3 L i i ' i i ; î ,3J 1,3 1+1 1+1,3 i+1,3 +
+ Li-1 Axi-l,j - [Li+Ui+ CV i+Wi>ki,jl Axi,j+Vi+lki+l,jAxi+l,:
(Vi+WjL) Akif jx±/ j+vi+1 iki+l, jXi+l, j "FiZi,j /4,9/
Ebből a /4.1/ egyenletet levonva, átrendezve és a Дк-kat 
ДТ-vel kifejezve kapjuk:
L. . Дх. , . - [L.+Ü.+ (V.+W.) k. . *| Дх. . + í-l i-1,] L i i 'i i' i,3J i, 3
+ V. ,, k. ... . Дх. . .1+1 i+l,j i+1,j =
d k . .
(Vi+Wi) Xi,j dT^ ATi " Vi+1 xi+l,j dk^ lf  ^ ДТi+1
/4.10/
vagy összevonva:
Axl+l,j - 8i ATi + Yj 4Ti+1 /4.11/
ahol










A /4.11/ egyenlet bal oldala teljesen hasonló 
/4.1/-hez, a jobb oldalon azonban a szintén ismeret­
len ДТ.-к állnak. így, ha a bal oldalakat Дх. .-re 
meg akarjuk oldani, akkor a jobb oldalakat mint szi­
multán egyenleteket kell felfogni és eredményként
= p. . . Ат, + P, - . At o+ ___+ p. .Ат /4.14/i,l,j 1 if2,3 2 i,n,3 n
alakú lineáris kifejezést kapunk. A komponensekre 
összegezve kapjuk a céljainkhoz szükséges
AS± г. -, AT. + г. , AT_ + --+r. ATjL/X jL 1/2 2 i fn n
kifejezést, ahol





r  = 1 ? i,k,j /4.17/i,k j
Ezzel előállt a móltörtek összegének megválto­
zása mint tányérhomérsékletek megváltoztatásának kö­
zelítő lineáris függvénye. A kívánt Лт^ korrekciót 
ezen egyenletrendszer megoldásával számíthatjuk ki, 
ha AS. helyébe 1 - Z x, . -t helyettesítünk.
1 j 1,3
Totálkondenzátor esetén a kondenzátorra fel­
irt korrigált komponensmérleg nem függ T^-tol, igy
a /4.14/ egyenletben P. . . és ezért /4.15/-ben1 t J- / Jr. , értéke zérus. Eggyel kevesebb ismeretlenünk lé- i / ■*
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vén, eggyel kevesebb egyenletet kell venni a 
ДТ\-к, i=2,3 ,n, kiszámításához , T.^  értékét pe­
dig abból a feltevésből számítjuk ki, hogy a fej termék 
buborékponton lévő folyadék, vagyis
£ к x = 1 /4.18/j x / J f J
A folyadék- és gőzáramprofil korrigálására a 
/2.5/ bruttó anyagmérleg és /2.7/ hőmérleg egyenlete­
ket használjuk. A számítással az oszlop tetéjéről in­
dulva tányérról tányérra haladhatunk lefelé. Ha ugyan­
is és V\ ismert, /márpedig L^-et és V 2~t ismer­
jük/, akkor ezek kétismeretlenes lineáris egyenlet­
rendszert jelentenek és Vi+-^ -re.
Az igy kapott korrigált T^, és értékekkel 
a számítást megismételve az iterációt addig folytat­
juk, migcsak a móltörtek összege minden tányéron az 
előirt hibahatáron belül meg nem közelíti az egyet, 
és a hőmérleg is kellő pontossággal nem teljesül..
Az uj számítási módszerrel kapcsolatban a kö­
vetkező kérdések merülnek fel:
а/ a E X. . = 1 egyenletek teljesülése bizto-
j ' Jsitja-e, hogy a gőzfázisbeli móltörtek összege is 
egységnyi legyen,
b/ a módszer konvergens-e,
с/ a módszer számítási időszükséglet szempontjá­
ból gazdaságos-e, illetve nem lehetne-e gazdaságossá­
gát javítani.
A továbbiakban e kérdésekkel foglalkozunk.
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4.2. A_féltételek_elégségessége_
írjuk fel a komponensmérleg egyenletet a visz- 
szaforralóra:
L . x . , - / U + V k  X . “0n-1 n-l,j I n n n,j' n,j /4.19/
és összegezzük valamennyi komponensre:
L . E x  , . - U E x  . - V  E k  . X  .=0 /4.20/n-1 “ n-1,g n n , j  n . п , з  n , j
Ha ^ feltételezzük, hogy 2x . = 1, minden i-re, akkor
j ,J
L . - U - V Ek к . X  . = 0 n-1 n n j n »j n rj
t
Mivel a globális anyagmérlegből
/4.21/
L . •- U - V = О n-1 n n /4.22/
tehát
E k  . X  . =  E y  . = 1  j n,j п , з  ^ ^n,j
kell hogy legyen.
/4.23/
Most Írjuk fel az egyenleteket egy általános tányérra
Li-lxi-l,j [Li+Ui + (V i+Wl)ki,j] Xi,j +
Vi+1 ki+l xi+l,j " F iZi,j /4.24/
- 37 -
és összegezzük komponensek szerint
L, -, E x . , . -  (L.+U.) E X, . - (V.+W.ÎE к. .X. . +i-1  ^ i-l/D i i j i/D 1 1 j ifD i,D
+ Vi+1 ? ki+l,j Xi+l,j "Fi /4.25/
Ismét felhasználva, hogy Ex. . = 1 és
j 1 , 3
Li-1 - Li+Ui - V wi +Vi+1= Fi /4.26/
kapjuk, hogy
(W  (1  ^ki,j Xi,j> Vi+1 (1 ~  ^ ki+l,j Xi+l,j>
/4.27/




к , . X 1n-1,j n-1 /4.28/





Ezzel bebizonyítottuk, hogy ha E
j
= 1/
és a homérleg egyenletek teljesülnek, akkor algoritmu­
sunk minden kielégítendő egyenletet kielégített, vagyis 
elvezetett a feladat megoldásához.
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4.3. A inódszer_konvergenciája
Mint azt a bevezetőben említettük, matemati­
kailag mindeddig nem bizonyított, hogy a /2.5/ - 
/2.9/ egyenletekkel megfogalmazott feladatnak egyál­
talán van-e, és ha igen, hány megoldása van. És 
bár erős szemléletes érv szól amellett, hogy a fi­
zikailag reális tartományban léteznie kell egyér­
telmű megoldásnak, az irodalomban ismertetett egyet­
len, módszerről sem bizonyították be, hogy bizto­
san elvezet a megoldáshoz - feltéve természetesen, 
hogy az létezik.
Egzakt bizonyítást e kérdésekre nekünk sem 
sikerült adni. E fejezetben két, a kívántnál gyen­
gébb állitást bizonyltunk be, amelyek azonban va- 
lószinüleg fontos lépések a teljes bizonyítás felé 
vezető utón.
mindig megoldhatók, és az eredményben x. . >0, min-1 / Jden i-re és j-re.
Bizonyítás : Tételezzük fel először, hogy csak 
egy betáplálás van, mégpedig a p-edik tányérra. 
Vizsgáljuk meg a komponensmérleg egyenleteket /4.1/. 
A jobb oldalon a p-edik egyenletet kivéve csupa 
zérus áll. Az első egyenletből
4.3.1. Állitás: A komponensmérleg egyenletek
- (U.+V.ki+viki,j> xi,: /4.30/
1» j és xnyilvánvaló, hogy x előjele megegyezik.
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Ha az egyenleteket а p-l-edikig sorra összeadjuk,
belátható, hogy az x. .-k előjele megegyezik
1=1,2,...,p-re. Ugyanezt az n-edik egyenlettől
visszafelé elvégezve belátható, hogy az x. .-k1 / 3előjele azonos i=n,n-l,...,p-re, vagyis 
i=l,2,...,n-re is /p tagja mindkét sorozatnak/. 





-F z P P»3 /4.31/
igy az x.^  j-k közös előjele pozitív.
Ha több betáplálás van, akkor a jobboldalt 
tekintsük olyan vektorok összegének, amelyek minde­
gyikében csak egy nem zérus elem van. A /4.1/ egyen­
letrendszert e jobboldalakkal megoldva, az eredmény 
- a fenti gondolatok alapján - minden esetben csupa 
pozitív számból fog állni, s e megoldások összege - 
ismét csupa pozitív szám - jelenti az eredeti /4.1/ 
egyenletrendszer megoldását.
Be kell még látni, hogy a /4.1/ egyenletrendszer 
mátrixa sohasem szinguláris. Ennél azonban többet 
is lehet bizonyítani, nevezetesen, hogy a mátrix 
negativ definit. Legyen a legfelső betáplálás a p-edik 
tányéron és végezzük el a Gauss-eliminációt úgy, hogy 
minden sorhoz az előző annyiszorosát adjuk, hogy a 
főátló alatti elemek zérusok legyenek. Ekkor a követ­
kező egyenletrendszert kapjuk:
—
bírj Cl,j Xl,j 0
b2,j C2,1 X2,j 0
• •
0
bPrj CPrj X .Ír]
= d' . P/D
•
d' , . P+l r 3
bn, j Xn,D d ' n,D
/4.32/
ahol blfj = (bifj-a1(j c ^ )  /Ь^
és
(<*Írj - d1-1 rj 'bi-l#j' (Co, j = aÍrj = О
Az első p-1 egyenletből belátható - mivel vala­
mennyi X. , és c. . pozitív -, hogy bj . < 0,1/J ^ í J ^ f J 9i=l,2,. .. ,p-l-re. Ugyancsak látható -mivel . <0-,hogy
t P / J
Ezután lépésről lépésre bebizonyítható, hogy
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dp+l/j' bP+l/j' dp+2,j 9 * * * 1
összefoglalva: b^<0, 1=1,2, . . . ,n-re. Mivel az 
eredeti mátrix bármely sarokaldeterminánsa a megfelelő 
b^-k szorzata, ezért az eredeti mátrix negativ definit.
Ezzel állításunkat teljesen bebizonyítottuk.
4.3.2. A konvergencia - bizonyos feltételek 
melletti - biztosítására módszerünket egy lépéshossz­
csökkentési algoritmussal kell kiegészíteni, vagyis 
a tányérhomérsékleteket a /4.15/ alapján kiszámí­
tott helyett csak АДТ^-vel szabad korrigálni,
ahol A alkalmasan megválasztott konstans /0<А<1/.
A bizonyításhoz rögzítsük az Li értékeket és 
definiáljuk a
függvényt. Ennek értéke sehol nem negativ. Zérus is 
csak ott lehet, ahol valamennyi ASk zérus, vagyis 
éppen a keresett megoldáspontban. így а Ф függvényt 
a közelítés mértékének tekinthetjük. A 4.1. pontban 
leirt számitásmenet tulajdonképpen aáS^ = (T^ /••*Tn)
nemlineáris egyenletrendszer megoldásának Newton- 
Raphson-iterációval való közelítése. Mátrixalgebrai 
jelöléseket használva, a
/4.33/
J AT — AS
lineáris egyenletrendszert oldjuk meg, ahol J a
parciális deriváltakból összeállított
Jacobimátrix.
Állitás: ha a hőmérsékletek n dimenziós te­
rében J determinánsa sehol sem zérus, és a
2
Э Ф másodrendű parciálisok folytonosak és
korlátosak, akkor módszerünk - alkalmasan megválasz­
tott A mellett - konvergens.
Bizonyítás : ha det | J | a T = T° pontban nem 
zérus, akkor létezik a
AS /4.34/
korrekciós vektor. A T  = T° +AAT vektor a hőmér­
sékletek terében egyenest reprezentál. Ezen egyenes 
mentén а ф (A) függvény A-nak egyváltozós függvénye. 
Fejtsük ezt T° körül Taylor“sorba.







L J ± -  
ЭТ,
n
= E Эф дт.
k=l Э Л , ,  ЭТ. к=1 к
А /4.33/ egyenletből





d<t> \  Ь S














ф (X) < ФЕ (X) - ф° - 2ф°Х + RX2 /4.42/
ahol ф (X)a ф (X) függvény felső becslése. Ebből lát- 
ható, hogy а фк függvény а X = 0 pont környezetében 
csökkenő és minimumát а X= /R helyen éri el. Itt
^R,min = ф° “ 2 ( Ф° ) 2 IR +(ф°)2/И =
* ф° (1- ф0 /И ). /4.43/
На tehát X—t ф°/К-пек választjuk, akkor а 
függvény korrekció utáni értékére a következő becslést 
kapjuk
ф1 < Ф R = Ф° ^1 - -f"“ ) /4.44/
Ezt lépésrol-lépésre megismételve a
фг+1 < фГ ^ 1 -  ~ ^  /4.45/
sorozatot kapjuk. Ez a sorozat monoton csökkenő, nem
negativ, vagyis alulról korlátos, tehát konvergens.00Határértéke nem lehet ф > 0, mert eleg nagy r-re fenn
oo IT ookell állnia а ф +e > ф > ф relációnak. Válasszukoo . 2viszont e-t (ф ) /R-nél kisebbre. Ekkor
ф r+1 < фг - <фг ) < Ф - e < ф /4.46/
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lenne, ami nyilvánvaló ellentmondás, tehát a soro­
zat határértéke zérus, vagyis az igy definiált pont­
sorozat feladatunk megoldásához konvergál.
Ennek a bizonyításnak elsősorban elméleti ér­
téke van. A tett feltevések - hogy a Jacobi-mátrix 
nem szinguláris és hogy a második deriváltak korlá­
tosak - általában teljesülnek, és igy azt bizonyítot­
tuk, hogy módszerünk az esetek nagy többségében el­
vezet a feladat megoldásához. A gyakorlati számítások 
számára azonban ez a gondolatmenet nem elegendő.
Ez ugyanis csak egzisztenciabizonyitás, vagyis azt 
állítjuk, minden iterációban létezik céljainknak 
megfelelő X, de a bizonyítás semmit nem mond arra 
vonatkozólag, hogy egyáltalán szükség van-e a lépés­
hossz csökkentésére, és ha igen, hogyan kell a X-t 
kiszámítani. R-t ugyanis nem ismerjük, ф különben is 
nagyon durva becslés lehet.
A számítógépi programba /lásd 6.1 pont/ olyan 
algoritmust építettünk be, amely а X = О és X = 1 
pontbeli AS^-k abszolút értéke és ezek X = 0 pontbe­
li deriváltja alapján másodfokú polinomokkal közelí­
ti a hibákat, és abban az esetben, ha a hibák abszo­
lút összege X* 1-nél nagyobb mint X= O-nál, X - t  
e közelitő parabolák minimuma alapján számítja ki.
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5. SZÁMÍTÁSTECHNIKÁI k é r d é s e k
Bonyolut rektifikáló oszlopok számítására az 
utóbbi években már kidolgoztak többé-kevésbé jó szá­
mítási eljárásokat, illetve gépi programokat. Ezért, 
ha uj módszerünkkel szemben azzal az igénnyel lépünk 
fel, hogy az a gyakorlatban az eddigieknél jobban 
használható legyen, akkor alaposan elemeznünk kell a 
számítástechnikai problémákat, elsősorban a gépidő- 
igényt. E fejezetben ezekkel a kérdésekkel és a mód­
szer módosítási lehetőségeivel foglalkozunk.
5.1. Gépidő-igény
A gépidő-igény abszolút értéke természetesen a 
használt számitógéptől és programnyelvtől függ, ami­
től viszont tudományos igényű általános tárgyalásnál 
lehetőleg el kell vonatkoztatni. Ezt az ellentmondást 
úgy igyekszünk feloldani, hogy azt vizsgáljuk, hogy 
a számítási algoritmus egyes lépéseinek munkaigénye 
hogyan függ a feladat méreteitől, vagyis a komponensek, 
illetve tányérok számától. Ez ugyanis a számítási idő­
igényt géptől függetlenül elég jól jellemzi. Az össze­
hasonlítás alapja ismét a Wang-Henke-módszer.
Elegendő egy-egy iteráció munkaigényét és az 
iterációk számát vizsgálni, mert jó közelítéssel fel­
tételezhetjük, hogy az előkészítő számítások, illetve 
az eredménykiiratás gépidő-szükséglete elhanyagolható.
Mindkét módszer alkalmazásánál m számú kompo­
nensmérleg egyenletrendszert kell megoldani. Az
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egyenletek száma n, mind a megfelelő a, b, c és d 
együtthatók kiszámítása, mind a megoldás n-szer le­
futó ciklusban történik, tehát az egész számitás 
időigénye m x n -nel arányos. A kapott móltörteket 
normálni kell, ami szintén m x n -nel arányos mun­
ka. A hőmérséklet korrigálása a Wang-Henke-módszer- 
nél buborékpont számítást igényel minden tányéron, 
amelyhez belső iterációra van szükség, és minden 
iteráció időszükséglete m-mel arányos, igy az egész 
korrekció időigénye arányos a komponensek, tányérok 
és belső iterációk számának szorzatával. A folyadék- 
és gőzáram korrekciók szintén tányéronként történ­
nek, közben a fajlagos entalpiákat komponensenként 
kell összegezni, tehát szintén m x n -nel arányos 
gépidőszükséglet lép fel.
összefoglalva elmondhatjuk tehát, hogy a Wang- 
Henke-módszernél egy-egy iteráció során az elvégzen­
dő műveletek legnagyobb részének munkaigénye leg­
feljebb m x n -nel arányos. A legmunkaigényesebb 
rész a hőmérsékletek korrigálása, ahol belső iterá­
cióra is szükség van, ráadásul a k. . egyensúlyi ál-t / 3 "landó kiszámításához időigényes exponenciális függvényszá- 
mitást is kell végezni.
Az általunk kidolgozott módszernél minden iteráció­
ban fellép egy lineáris egyenletrendszer megoldás, amely- 
nek időszükséglete n -nal arányos, és ezen egyenletrend­
szer együtthatómátrixának előállítása komponensenkénti 
összegzéssel történik, ami m x n -tel arányos munkát 
igényel. Ezzel szemben elmarad a Wang-Henke-módszer 
legmunkaigényesebb része, a hőmérsékletkorrekció.
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Mivel nálunk n-nek magasabb hatványai szerepelnek, 
mindenesetre nyilvánvaló, hogy a tányérszám növe­
kedésével módszerünk versenyképessége romlik. E 
kedvezőtlen tendenciát lassitja az a tény, hogy
Ia Wang-Henke-raódszer alkalmazása esetén a feladat 
megoldásához szükséges iterációk száma a tányérszám 
növekedésével általában no, mig az uj módszernél 
attól lényegében független.
Ahhoz, hogy az uj módszer versenyképességét 
minél nagyobb tányérszámig megtartsuk, szükség van 
az uj algoritmus számitástechnikai finomitására, 
elsősorban a már emlitett két kritikus ponton. A 
lineáris egyenletrendszer megoldásánál könnyélj hely­
zetben vagyunk, mert mig a program egésze magas szin 
tü programnyelven /célszerűen ALGOL-ban/ készül, ad­
dig szinte minden gép programkönyvtára rendelkezik 
kifinomult, gyors, általában gépi kódban irt lineá­
ris egyenletrendszer megoldó eljárással. Ennek idő­
szükséglete a saját készítésűnek 1/5 - 1/20-a is 
lehet.
Ezek felhasználásával elérhető volt, hogy 
mintegy 30-40 tányérnál a lineáris egyenletrendszer 
megoldásához és a számítás többi részéhez szükséges 
idő összemérhető volt.
A számitás gyors elvégezhetőségének kulcslé­
pése tehát a /4.1/ szimultán korrekciós egyenletrend 
szer gyors megoldása. írjuk fel a teljes egyenlet­
rendszert mátrix-vektor szorzat formájában, az egy­
szerűség kedvéért a j komponens-indexet elhagyva 
/1. következő oldalt/. Vezessük be a következő je­




S1 bi “ aipi-l 
Pi - ci /s1
/5.2/
fci = " Ч - 1 р1 ' aho1 r
Mint már а /4.3/-/4.5/ egyenleteknél láttuk, 
a Gauss-elimináció első részében minden sorból 
levonjuk a felette lévő a^-szeresét, majd a sort 
elosztjuk a foátlóban álló számmal, ami éppen 
az /5.2 /-ben definiált s^.
Tekintsük az /5.1/ jobboldalának k-adik so­
rát. Ebben eredetileg csak két nem-zérus elem áll 
/lásd /5.6/ első oszlopát/. Az elimináció során 
az első k-2 oszlopban álló zérus nem változik, a 
k-l-edik sorba y^/s^^, a k-adikba
( 3k~ak V sk-1> ^sk kerül* Ha bevezetjük a
jelölést, akkor a k-adik sor r^ w^ . alakba irható. 
/Ezt a helyzetet mutatja a /5.6/ második oszlopa./ 
Az eliminálást a k+l-edik sortól tovább folytatva, 
most már az i-edik elem a felette álló _ai/si~ 
szerese vagyis az /5.2/ alapján r^/r^^-szerese 
lesz. így kapjuk a /5.6/ harmadik oszlopát. A félig 
ellminált egyenletrendszer bal oldala formailag 
megegyezik /4.5/ bal oldalával. A visszahelyette- 
sitésnél ahhoz, hogy a baloldalon az egységmátrixot
к " (gk^ak “ Tksk-1} /rk-l /5.3/
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kapjuk, az ijedik sorhoz az alatta lévő -p^-sze- 
resét kell adni. A k-adlk sorig haladva, bevezet­
ve a
jelölést, a helyzetet az /5.6/ negyedik oszlopa 
mutatja. Tovább haladva, a k-l-edik sorba
(ïk^Sk-l “ wkqkpk-l ) ' ett61 felfelé az i-edik 
sorba az alatta levő (-p^)-szerese kerül. Ha még
bevezetjük a
jelölést, akkor végeredményben a jobboldal k-adik 
oszlopába a /5.6/ ötödik oszlopában látható mennyi­
ségek kerülnek.
/5.4/
zk = < V sk-i • wkqkPk-i1 l b k - i
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n 0 0 W, r к n Wkqn w. q k^n
(a) (b) (c) (d) (e)
/5.6/
A teljes jobboldal ennek megfelelően a következő
wlql Z2 t l z3fcl * * * z t. n 1
Wlq2 W2q 2 V 2 •
• W3q2 •
•
• z t . n n-1
Wlqn W2qn • • • w q n^n /5.7/
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A gondolatmenetből látható, hogy a p, q,
s, t, u, w, és z mennyiségek kiszámításának idő-
2szükséglete n-nel arányos, mig n -tel arányos 
munka csak az /5.7/ mátrix kitöltése /vagy más szó­
val a /4.14/ képlet p együtthatóinak kiszámítása/:
wkq±f ha к < i
Zktif h a k > i  /5.8/
Ezt a számítást természetesen minden kompo­
nensre el kell végezni, és képezni kell az
ri,k = * pi,k,j /5.9/
összegeket (lásd /4.17/ ) , amely r. , mennyiségek
* 1 ,K lesznek a korrekciós egyenletrendszer együtthatói.
2.így az m X n -tel aranyos időszükségletű számí­
tást sikerült egyetlen döntésre, szorzásra és ösz- 
szeadásra redukálni.
5.2. A_módszer_módositás^lehetőségei
ifk, j . <
Ebben a fejezetben néhány gondolatot Írunk 
le, amelynek célja az előzőekben ismertetett szá­
mítási algoritmus módosítása, javítása, különle­
ges körülményekre - nagy tányérszám, cirkulációs 
reflux - való alkalmazása.
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5.2.1. Nagy tányérszámok
Mivel a módszer n ismeretlenes lineáris 
egyenletrendszer megoldását kívánja, a tányér­
szám növekedésével a számítási időigény erősen 
növekszik. A korrekciós egyenletek másféle cso­
portosításával elérhető, hogy a megoldandó egyen­
letrendszer mérete ne a tányérok, hanem a kompo­
nensek számával legyen azonos. Az egyes móltör­
tek áx . korrekciója ugyanis - tányérról-tányér- 1 f 3ra felfelé haladva - kifejezhető mint a Ax .-k•" n f ^3lineáris függvénye. Legyenek már ismertek a
Axi+ l,j= “1 ( A£n>
ixi,J a 2 (A2n)
AT1+ 1 ГО
ÖII <ü£„> / 5.10/
lineáris függvények együtthatói. Ekkor a /4.11/ 
egyenletből
*1-1,j ’ Ti + “4 (Л£п> /5Л1/
amit a komponensekre összegezve, és helyére
az ismert 1 - £ x. ,-t Írva:
j 1,3
ASi-l = ATi j yi,j + a5 (A-n) /5*12/
és igy
ATi = a6 (A*n) /5.13/
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Az /5.11/-be visszahelyettesítve
Axi-l,j “ a7 (A —n ) /5’14/
ahol a (Дхп)általában Дх^-пек valamilyen lineáris- 
függvényét jelenti. A második tányérra felirt egyen 
letekig eljutva megkapjuk Дх^ =otg(áxn) függvé­
nyek együtthatóit. Az első tányérra felirt egyenle­
tekbe behelyettesítve viszont éppen m számú line­
áris egyenletet kapunk a Дх^ ^-kre.
Ez a módosítás a módszer elvét nem érinti, 
gépidő-szükséglete nagy tányérszámok és kevés kompo 
nens esetén kisebb. Programját nem készítettük el, 
ismertetését csak az elvi lehetőség megmutatására 
tartottuk szükségesnek.
5.2.2. A linéarités javítása
A másik gondolat az eredeti módszerben a szűk 
séges iterációk számát igyekszik csökkenteni. A 
к (T) függvényeknek egyenessel való közelítése na­
gyobb ДТ-к esetén komoly hibákat eredményezhet. 
Célszerű lenne tehát a hőmérsékletek helyett olyan 
független változókat választani, amelyeknek függvé­
nyében a megoszlási hányadosok linearitása jobban
biztosított. Magát a k. , értéket nem választhatjuk11 Jmert a független változónak minden komponensre 
azonosnak kell lennie. A megoszlási hányadosok hö-
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mérsékletfüggése /lásd /2.4// azonban átirható a 
következőképpen :











transzformációja után а к(т) függvény akkor lesz 








választással közelithatjük meg. E transzformációt
végrehajtva, a /4.11/ egyenlet Ax .-t természe-i I 3tesen а Ат.-k függvényében adja meg, amit megoldás 
után vissza kell számolni Aï\-re.
5.2.3. Cirkulációs refluxok
Az ásványolajipari - több elvételes - rekti- 
fikáló oszlopoknál közbenső hűtésre elterjedten al­
kalmazzák a cirkulációs refluxot. Ez azt jelenti, 
hogy valamely tányérról a folyadék egy részét elve­
zetik, az oszlopon kivül lehűtik, és néhány tá- 
nyérral magasabban visszavezetik az oszlopba. Ilyen 
esetek számítására természetes útnak kínálkozik, 
hogy a visszatáplálást mint önálló betáplálást fog­
juk fel, melynek összetétele megegyezik az elvétel­
nek az előző iterációban számított összetételével
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/kiindulásként előzetesen fel kell venni valami­
lyen becsült összetételt/. Ha a számítás végén 
két egymást követő iterációban az elvételi össze­
tételek közötti különbség kicsinnyé válik, akkor 
az elkövetett hiba is kicsi lesz.
Korrekciós algoritmusunk azonban lehetővé 
teszi a cirkulációs refluxok jobb közelítéssel 
történő számítását. Ha az elvétel a p-edik tányér­
ról van, a visszatáplálás pedig a q-adikra tör­
ténik, akkor a q-adik tányérra felirt komponens­
mérleg egyenlet a következőképpen alakul:
!i .X . . - fb +U + /V +W ) к Л х  . + q-1 q—1,j L q q I q q> q, JJ
+ vq+ikq+ifjxq+i,j ~ Rqxp,j Fqzqrj /5.18/
és a /4.3/ egyenletrendszer q-adik sorában a p-edik
•oszlopban megjelenik egy g . együttható. /Ebben
4r Jaz esetben természetesen a cirkulációs reflux a 
p-edik tányéron szerepel az U folyadékfázisbeliiroldalelvételben, de F^-ban betáplálásként nem/.
Az egyenletrendszer a /4.4/ képletek csekély módo­
sításával megoldható és a számítási időigény to­
vábbra is mxn-nel marad arányos.
A /4.9/ korrekciós egyenletrendszer felírá­
sánál feltételezzük, hogy a Ax . korrekciók ará-J Prjnyosak lesznek x .-vei. így a /4.11/ egyenletrend-P» Jszer jobb oldalára egy konstans kerül, illetve az
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[ 5 Л [  egyenletrendszer joboldalához egy olyan 
konstans vektort kell hozzáadni, amelynek csak 
a q-adik sorában van nem-zérus elem, ami a megol­
dás menetét lényegesen nem befolyásolja, legfő­
képpen annak időszükségletét nem növeli lényege­
sen. Ezzel a számitásmenettel a cirkulációs 
refluxok összetétele sokkal gyorsabban konver­
gál a helyes értékhez, csökkentve az egész szá­
mításhoz szükséges iterációk számát.
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6. A PROGRAMOK fis AZ ELVÉGZETT SZÁMÍTÁSOK ISMERTE- 
TÉSE
6.1. A_számitó2éEi_Erogramok
A kidolgozott uj módszer kipróbálására, a 
különböző változatok összehasonlítására, ellenőr­
zésére és helyességük igazolására a következő szá­
mítógépi programokat készítettük el:
a/ A Wang-Henke-módszer programja totál- és 
parciális kondenzátorra, mint összehasonlítási alap,
b/ A 4 ,  fejezetben Ismertetett módszer program­
ja totál- és parciális kondenzátorra,
с/ A független változó 5.2.1. szerinti transz- 
formációjára épülő program,
d /  Lépéshossz rövidítést is megvalósító program,
e [  A cirkulációs reflux számításának az
5.2.3. szerinti javítását megvalósító program,
f/ А с/ és e/ kombinációja.
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A programokat a Magyar Vegyipari Egyesülés 
GIER tipusu számítógépére készítettük el, ALGOL 4 
programnyelven. Az egyes programokat igyekeztünk 
egységes alapelvek szerint elkészíteni, elsősor­
ban az egységes adatszolgáltatást biztosítani.
A szükséges kiindulási adatok a következők:
а/ a kolonna elrendezésére vonatkozó adatok: 
tányérszám,
betáplálások száma és helye, 
folyadékfázisu oldalelvételek száma és 
helye,
gőzfázisu oldalelvételek száma és helye, 
cirkulációs refluxok száma, az elvétel 
és visszatáplálás helye,
b / a működésre vonatkozó adatok: 
a komponensek száma,
a betáplálások mennyisége, hőmérséklete és 
összetétele,
fejtermék mennyisége és halmazállapota, 
fejreflux mennyisége, 
oldalelvételek mennyisége,
cirkulációs refluxok mennyisége és vissza­
térő hőmérséklete,
с /  a komponensek fizikai tulajdonságai:
az egyensúlyi állandók értéke két hőmérsék 
létén,
fajlagos entalpiák folyadék- és gőzállapot 
ban két-két hőmérsékleten,
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d / iterációs kezdőértékek: 
tányérhőmérsékletek, 
cirkulációs refluxok összetétele,
A folyadék-, illetve gőzáramprofil kezdő ér­
tékét a program, állandó moláris átfolyást felté­
telezve, maga számitja ki. A 6. feladathoz soro- 
zatszámitásra alkalmas változatot készítettünk, az 
egyes számítások között csak a refluxarányt vál­
toztatva, kiindulási adatként - némi módosítással - 
az előző számitás eredményét használva fel.
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Szavakban kifejezve, az első tipusu hiba jel­
lemző a móltörtek összegének 1-től való eltérésére, 
a második a folyadékáram profil változására a r-1 
és r-edik iteráció között, mig a harmadik a cirku­
lációs refluxoknál az elvétel és visszatáplálás 
közötti összetétel eltérése. A megoldásnál elvben 
mindhárom hibának zérusnak kell lennie, számításain 
kát akkor tekintettük kellően pontosnak, ha
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E^ < 10 teljesült. Tapasztalataink szerint
ekkorra a többi hiba is erre a nagyságrendre 
csökkent. A számítást úgy végeztük, hogy a hő­
mérséklet korrekciója után ismét anyagmérleget 
számítottunk és ekkor is kiszámítottuk az első 
tipusu hibát, E^-et. Ez a gyakorlatban nem fel­
tétlenül szükséges lépés, a módszer kidolgozása 
során azonban segítséget nyújtott a hibaössze­
tevők különválasztására. Végeztünk - demonstrá­
ciós és elemzési céllal - néhány olyan számítást 
is, ahol a tányérhőmérsékletekhez a számított 
korrekciót tiz részletben adtuk hozzá és igy 
követtük nyomon a hiba csökkenését /8. ábra/.
Eredményként a program minden iterációban 
kiírja:
- a tányérhőmérsékletek korrekcióját,
- az uj tányérhőmérsékleteket,
- a folyadék- és gőzáramprofilt,
- a móltörtek összegének egytől való eltéré­
sét minden tányéron korrekció előtt és után,
- a normált móltörteket minden tányéron,
- az E^, E£, E2 és, ha van, E^ értékeket.
6.2. Az_e1végzett_szárnitások
Hat különböző adatrendszerrel végeztünk 
számításokat. Az első adatrendszer egyszerű minta- 
feladat volt, a program valamennyi részének kipró­
bálására. Két, az irodalomban több különböző mód­
szerrel megoldott [1] , [14] , [22] , [37] fela­
datot dolgoztunk ki a második és harmadik példában.
-4
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Az előbbi 5 komponenst! könnyű szénhidrogén elvá­
lasztására szolgáló 16-tányéros egyszerű oszlop 
volt, mig az utóbbinál az oszlop két betáplálás­
sal és két oldalelvétellel /folyadék-, illetve 
gőzfázisban/ rendelkezett. A betáplálás 11 kompo- 
nensü könnyű szénhidrogén elegy volt. A negyedik 
feladatban egy magyarországi nyersolaj desztillá­
ló oszlop tényleges elrendezését modelleztük /egy 
betáplálás, három oldalelvétel, két cirkulációs 
reflux/, betáplálásként a harmadik példa 11 kom- 
ponensü elegyét vettük. így e fiktiv betáplálás 
miatt az eredményekből vegyészmérnöki következ­
tetések nem vonhatók le, célunk csak annak bizo­
nyítása volt, hogy az uj módszer még ilyen bo­
nyolult oszlop modellezésére is hatékonyan működik 
Az ötödik és hatodik feladatban mind a kolonna el 
rendezésére, mind a működésére vonatkozó adatok 
tényleges, magyarországi ipari adatok voltak. Az 
előbbi esetben a cél ismét annak bizonyítása volt 
hogy a módszer nehéz körülmények között /a dusitó 
szakasz nélküli kiforraló oszlop nehéz feladatot 
jelent/ is kifogástalanul működik.
Az utolsó példánk egy propán-bután torony 
tervezése volt, Itt igyekeztünk bemutatni, hogy 
módszerünk milyen segítséget tud nyújtani a ve­
gyészmérnököknek egy ilyen feladat megoldásánál.
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Az 1.-4. feladatokban az egyensúlyi állandók 
számításához kiindulási adatként a Lyster [ 2 2 j ál­
tal közölt adatokat használtuk fel olyan formában, 
hogy az általa adott к (T)függvények értékeit 
25-145 °C között 10 °C-onként kiszámítottuk, majd 
az igy nyert pontokon át In k- 1/Tabs koordináta- 
rendszerben regresszióval egyenest fektettünk a 
/2.4/ függvény állandóinak meghatározására. A 
kapott állandókat az 1. táblázat tartalmazza.
A kiindulási adatok és eredmények összefoglal 
va az 1.-8. táblázatokban és a 3-10. ábrán láthatók
- 6 5 -
7. AZ EREDMÉNYEK ÉRTÉKELÉSE
Az eredmények értékeléséhez összehasonlítá­
si alapként az irodalomból a Wang-Henke-módszert 
választottuk, a következő indokok alapján: a 0 
módszer - és különböző változatai- biztonságosság 
szempontjából semmiképpen nem felelnek meg, a 
biztosan konvergens dinamikus modelleknek viszont 
a konvergenciája lényegesen lassúbb. Ismertek pró 
bálkozások a mienkhez hasonló, Newton-Raphson- 
tipusu iterációk megvalósítására, ezek azonban 
vagy 2n ismeretlenes lineáris egyenletrendszerre 
vezetnek, amelyek megoldásának munkaidő-szükség­
lete mintegy nyolcszorosa a miénknek, vagy még 
rosszabb esetben véges differenciákon keresztül 
közelítőleg számítják a parciális deriváltakat, 
amelynél egy iteráció legalább n+1 Wang-Henke-fé- 
lével egyenértékű, és igy azzal nem lehet verseny 
képes. Végül történtek kísérletek a Wang-Henke- 
módszer javítására a várható hőmérsékletprofil 
előrebecslésével. Ezek viszont elméletileg telje­
sen megalapozatlanok és igy néhány kedvező ered­
mény közlését kritikává kell fogadni, összefoglal 
va, a Wang-Henke-módszerrel történő összehasonlí­
tást tartjuk a legjobb értékmérőnek.
A hat mintafeladat megoldása az uj módszer 
biztonságos voltát egyértelműen bizonyltja. A kon 
vergencia gyorsasága szempontjából való összeha­
sonlítás, a mellékelt táblázatok és diagramok ta­
núsága szerint, szintén az uj módszer előnyös vol 
tát bizonyltja.
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Meg kell említeni, hogy nem volt célunk 
a szükséges gépidő mindenáron való csökkentése. 
Ezért módszerünk rutinszerű felhasználás esetére 
további tartalékokkal rendelkezik. így pl. a 
hőmérsékletkorrekció utáni második anyagmérleg 
számításra nincs szükség. A kidolgozás során 
szigorúbb pontossági követelményt irtunk elő, 
mint amilyenre a gyakorlatban szükség van. A 
számítás végén nem kell a korrekciós egyenleteket 
minden iterációban újból felírni, hanem, jó szer­
vezés esetén, fel lehet használni az előző iterá­
cióban már megoldott egyenletrendszert.
Az uj módszer legnagyobb előnyének ezért 
nem azt tartjuk, hogy gépidőigénye mintegy fele 
a Wang-Henke-félének, hanem ami ennél fontosabb, 
azt, hogy a szükséges iterációk száma szinte tel­
jesen független a probléma méretétől és a kiindu­
lási adatoktól. Az ötödik feladatot kivéve egy 
uj feladat megoldása általában b-7 iterációt igé­
nyelt, mig sorozatszámitásnál a megoldás közeléből 
kiindulva 3-5 iterációra volt szükség. E tekintet­
ben az irodalomban található minden módszer sokkal 
nagyobb bizonytalanságot mutat.
Külön kell vizsgálni a hatodik feladat ered­
ményét. Itt ugyanis nemcsak azt a célt tüztük ma­
gunk elé, hogy megkapjuk egy probléma matematikai 
megoldását, hanem azt is igyekeztünk bemutatni, 
hogy hogyan lehet az általunk kidolgozott eszközt 
a gyakorlatban használni, milyen segítséget tud
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egy ilyen számitás nyújtani a vegyészmérnöknek.
A feladat egy propán-bután kolonna tervezése volt, 
ahol a fej termékben a nehezebb komponensek mennyi­
sége nem haladhatta meg az 1 %-ot.
A számítások során változtattuk az elméleti 
tányérszámot, a refluxarányt és a fejtermék meny- 
nyiságát. Az eredményekből látható, hogy van egy 
olyan közepes tányérszám érték /18 tányér/, amely­
nél az eredmény, vagyis a fejtermék pentántartalma, 
erősen függ a működési körülményektől. Ennél ma­
gasabb tányérszámoknál /22-26/ egy minimális reflux­
arány felett a kivánt cél biztonságosan elérhető, 
mig kis tányérszámok esetén /10-14/ még a magas 
refluxarány sem biztosit kellően tiszta terméket.
A desztillátum mennyiségének csökkentésére a 18 
tányéros oszlop érzékenyen reagál, mig a 10 tányér 
esetén ezzel sem lehet a kivánt tisztaságot elérni.
Tudásunk jelenlegi színvonalán egy ilyen osz­
lop tervezése nem lehet kizárólag számítógépi rutinfela­
dat. Az egymásnak ellentmondó tényezőknek /tányérszám, 
refluxarány, desztillátum mennyiség/ különböző műsza­
ki és gazdasági kihatásai vannak. Ezek elemzése és a 
döntés a vegyészmérnök feladata. Amiben a számítógép 
segítséget tud nyújtani, az a különböző tényezők ha­
tásának megismerése, érzékenységvizsgálat, a lehetsé­
ges alternatívák kijelölése, és nem utolsó sorban alapadatok 
szolgáltatása az oszlophoz kapcsolódó egyéb műveleti egy­
ségek számításához.
68
Ez utóbbi gondolathoz kapcsolódva külön ki kell 
emelni a hőmérleg jelentőségét. A folyadék- és 
gőzáramok, valamint a fej- és fenékhőmérséklet 
ismeretében megadható a visszaforralóban, illet­
ve a kondenzátorban átadandó, illetve elvonandó 
hőmennyiség, ebből számítható a szükséges fütő-, 
illetve hűtőfelület, stb.
Nem célunk rektifikáló oszlopok tervezési 
és üzemeltetési problémáinak részletes tárgyalá­
sa, e gondolatmenettel csupán be akartuk mutatni 
a matematikai modellezés és a vegyészmérnöki - 
elsősorban tervezői - munka sokrétű kapcsolatát.
Rátérve az uj módszer különböző változtai- 
nak összehasonlítására, a 4.3.2. pontban bebizo­
nyítottuk, hogy a konvergenciának - bizonyos fel­
tételek mellett - elégséges feltétele a lépéshossz 
megfelelő rövidítése. A gyakorlatban mindössze 
egyetlen feladat egyetlen lépésében tapasztaltuk, 
hogy a korrekció után E-£ hiba nagyobb volt, mint 
E^, a korrekció előtti hiba. Erre az esetre alkal­
maztuk lépéshosszröviditő algoritmusunkat.
Bár használatával abban a lépésben valóban 
az E^ hiba csökkenését lehetett elérni, végered­
ményben a szükséges iterációk száma növekedett, 
így azt a következtetést vontuk le, hogy a lépéshossz 
rövidítést csak ott célszerű alkalmazni, ahol a mód­
szer nélküle, az egész számítást tekintve, divergens 
volna.
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Teljes mértékben sikeresnek bizonyult a 
cirkulációs refluxok számításának javítására 
tett lépés.
A független változó /5.16/ szerinti transz- 
formációja nem hozott lényeges javulást, amiből 
azt a következtetést kell levonni, hogy az egyen­
letrendszer nem-lineáris voltáért - és igy a 
korrekció utáni maradék-hibáért - elsősorban nem 
а к (T) függvények nemlinearitása a felelős.
Befejezésül néhány szót a módszer továbbfej­
lesztésének lehetőségéről. Az /5.16/ transzformá­
ció sikertelenségéből, és az és E2 hibák közel 
párhuzamos lefutásából az a gondolat adódik, hogy 
a konvergencia szempontjából a hőmérlegnek, illet­
ve az folyadékáramprofil változásának van "sebes­
ségmeghatározó" szerepe. További lényeges javulást 
tehát úgy lehetne elérni, ha a AT hőmérsékletkor- 
rekciók számításánál ezt eleve figyelembe lehetne 
venni, de mindenképpen plkerülve a 2n ismeretlenes 
lineáris egyenletrendszer fellépését.
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A kj (T) függvények együtthatói.
Komponens 1.-4. feladat 5. feladat 6. feladat
к (1) k (2) k (1) k (2) k (1) k<2)
metán 4,22 - 446 3 f 56 - 345 - _
etán 4,30 -1001 5,47 -1349 4,51 - 938
propilén 4,22 -1258 - - - -
propán 4,05 -1241 5,99 -1857 5,33 -1569
i-bután 4,30 -1548 - - 5,70 -1927
n-bután 4,51 -1696 6,43 -2316 6,21 -2192
n-pentán 5.40 -2283 6.75 -2653 6,40 -2557
n-hexán 6,23 -2832 5,25 -2471 6,77 -2956
heptán 7,07 -3393 - 7,44 -3466




2. TÁBLÁZAT /1. rész[ 
A kiindulási adatok .
A feladat sorszáma 1 2 3 4 5 6
tányérok száma 15 16 21 38 8 *
komponensek száma 5 11 11 6 7
betáplálás helye 7 9 8 7 13 34 2 *
betáplálás mennyi­
sége 2,000 1,000 1,000 0,345 0,665 1,000 1,000 1,000
kondenzátor tipusa totál parc parc totál parc totál
desztillátummennyisége 1, ooo 0, 225 0,230 0,125 0,142 —
reflux arány 2,500 6,85 3,12 5,00 0 *
oldalelvétel helye 4 13 - 4 16 14 22 28 - -
oldalelvétel
állapota gőz f oly gőz foly foly foly foly - -
oldalelvétel
mennyisége 0,250 0,250 - 0,15 0,25 0,125 0,125 0,125 - -
cirkulációs reflux elvétel 
helye
5 - 6 19 - -
visszatáplálás
helye 3 - 4 18 - -
visszatáplálás
mennyisége 0,500 - 0,250 0,250 - -
lehűtés mértéke 40 C° 30 C° 30 C°
lásd 2. táblázat 2. része.
2. TÄBLÄZAT /2. rész/







r e f l u x  
1,75 2,00
a r á n y  
2,25 2,50 2,75 3,00 3,50





14 8 0,2887 + + + + + +
18 10 0,2887 + + + + + +
0,2837 +
0,2787 + + + + +
0,2687 + + + + +
22 12 0,2887 +_ + + +
3. TÁBLÁZAT
A betáplálások összetétele
A kompo^X^ A feladat 1 2 3 4 5 6
nensek ^xsorszá- 
neve \ma
metán 0,058 0,001 0,0894 —
etán - - 0,030 0,300 - 0,010 0,0779 0,0271
propilén - - - 0,174 0,015 0,100 - -
propán 0,150 0,100 0,200 0,338 0,107 0,100 0,1448 0,0978
i-bután 0,150 0,200 - 0,029 0,061 0,100 - 0,0546
n-bután 0,250 0,200 0,370 0,087 0,260 0,100 0,2359 0,1092
n-pentán 0,200 0,200 0,350 0,014 0,232 0,149 0,1950 0,1706
n-hexán . 0,250 0,300 0,050 - 0,137 0,150 0,2570 0,1540
heptán - - - - 0,069 0,150 - 0,3867





Egy iteráció időigénye . 
/perc/
A feladat sorszáma 1 2 3 4
Wang-Henke-móds zer 0,35 0,35 0,72 1,6
Uj módszer 0,63 0,63 1,43 3,1
Uj módszer cirk.javítással 0,70 — - 3,5
5. TÁBLÁZAT /1.rész/
A szükséges iterációk száma .
A feladat sorszáma 1 2 3 4 5
Wang-Henke-módszer [ 6 . l/а program/' 13 30 52 22 -
Uj módszer, [6 .1 [Ъ program/ 6 6 6 9 9
Független változó transzformációval 
I 6 . 1 f c program/ 7 5 - 9
Lépéshossz rövidítéssel /6.1/d program/ - 8 - - -
Cirkulációs reflux számítás javítással, 
/ 6 . 1  l e program/ - - - 6
Független változó transzformációja és 
cirkulációs reflux számítás javítása 
/6.1/f program/ - - - 5 -
5. TÄBLAZAT /2. rész/
A szükséges Iterációk száma a 6. feladat megoldásánál.
Tányér
szám Desztillátum
r e f l u x a r á n y
1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00 3,50





14 0,2887 © 3 3 3 3 3
18 0,2887 5 4 4 © 3 3 3
0,2837 5 5 4 3 ©
0,2787 5 5 4 ©
0,2687 5 5 4 ©
22 0,2887 5 5 4 4 ©
Megjegyzési A bekarikázott számok uj számitást jelentenek, a be nem karikázottaknál a kiindulási 
adatokat ugyanazon sor korábbi eredményéből számítottuk.
6, TÁBLÁZAT /1. rész/
Az E^ hibák alakulása /E^  x ^Q6/ a Wang-Henke-módszernél /6,1/a program/.
Iterációsorszáma 2. ADATRENDSZER 3. ADATRENDSZER 4. ADATRENDSZER
1. 204218 710705 161567
5. 12574 45950 31251
10. 10467 13351 10510
15. 9321 6060 1409







6. TÁBLÁZAT' /2. rész/
A hibák alakulása az 1. feladat megoldásánál /Е x Q^6/.
ITERÁCIÓ 
sorsz.
6.1/a program 6.1/b program
E 1 E 2 E 1 EI
1. 307605 34473 128145 13696
2. 93575 24128 22403 451
3. 33539 7288 8273 65
4. 19032 5463 1008 1
5. 10447 3898 252 0








6. TÁBLÁZAT /3. rész/
A hibák alakulása a 2. feladat megoldásánál /Е x 106/.
ITERÁCIÓ 6.1/b program 6.1/с program 6.1/d program
SORSZ. E1 Eí E2 E1 rH
Ы
E2 E1 Eí E2
1. 204218 81626 88357 204218 81626 88357 204218 81626 88357
2. 106188 193503 55007 106188 260173 61415 106188 90254 13466
3. 195072 33079 24654 261072 56987 23225 90937 80678 11925
4. 34526 2500 5448 57793 6878 8728 81071 67526 15505
5. 2270 12 574 7061 165 1770 68386 21521 24827
6. 36 0 18 134 0 47 24504 3014 5175
7. 4 0 1 1696 6 481
8. 52 0 27
6. TÁBLÁZAT /4. rész/
A hibák alakulása a 3. feladat megoldásánál [e x /.
ITERÁCIÓ
SORSZ.
6.1/b program 6.1/с program
E1 Eí E2 E1 Eí E2
1;. 599561 202416 129942 599561 202416 129942
2. 219567 70918 50561 219567 82134 53896
3. 86782 10103 9832 98783 10368 12806
4. 8142 119 2041 8370 228 2578
5. 139 0 76 95 0 51
6. 16 0 3
6. TÁBLÁZAT /5. rész/
A hibák alakulása a 4. feladat megoldásánál /Е x 1Q6/.
ITERÁCIÓ 6.1/b program 6.1/e program 6.1/f program
SORSZ.
E1 Eí E2 E1 Eí E2 E1 E'1 E2
1. 161567 17857 234612 242662 28496 189438 242662 28396 189438
2. 46810 27924 31970 72847 10792 27733 72847 8942 28766
3. 39303 2098 8908 16334 277 8615 16755 222 6333
4. 9637 114 3287 1757 4 716 1161 1 524
5. 2834 12 1019 301 0 74 203 0 56
6. 1117 2 394 42 0 15 29 0 11
!.. 414 0 140
8. 159 0 51
9. 61 0 19
6. TÁBLÁZAT /6. rész/
A hibák alakulása az 5. feladat megoldásánál /Е x 1Q6/.
Iterációsorszáma
6.1/Ъ program 6,.1/c program
E1 E'1 E2 E1 E ' 1 E2
1 103035 19568 128935 103035 19568 128935
2 60352 5909 38627 60352 16377 48853
3 10568 175 8059 19134 866 13362
4 2812 28 3144 5783 116 5530
5 1134 4 1153 3002 14 2187
6 574 1 535 1024 3 747
7 195 0 180 494 0 390
8 120 0 93 151 0 120
9 28 0 27 71 0 52
7. TÁBLÁZAT
Л 6. feladat eredményei.
A pentán móltörje a fejtermékben
r e f l u x  a r á n y
tányérok
száma
fejtermék mennyisége . 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00 3,50
10 0,2887 0,041 0,038 0,036
0,2835 0,033 0,027
0,2737 0,026 0,021
0,2687 • 0,017 0,013
0,2587 0,012
14 0,2887 0,020 0,017 0,015 0,013 0,012 0,010
18 0,2887 0,028 0,016 0,011 0,008 0,006 0,005 0,004
0,2837 0,0457 0,0202 0,0078 0,0030 0,0027
0,2787 0,0418 0,0149 0,0043 0,0010
0,2787 0,0357 0,0091 0,0024 0,0006
22 0,2887 0,042 0,017 0,007 0,004 0,003
FiiTf?i.HfTi.Zi---- О---
o  V'i Т'> Hv,'.y»>j
L i-1,TI-1, HL,M>xM ,j
9 Wj--- o-
i-e d ik  elméleti tányér
^i+l, ^i+1,^v,i+1,y i+1,j
V L : ; T: Hl jX: ; IJ< ll L,l, l,J
l.ábra.
EGY ELMÉLETI TÁNYÉR VAZLATA
2 .ab ra .























Pásztor Katalin; Módszerek Boole-függvények 
minimális vagy nem redundáns, { A ; V ~) } vagy 
{NOR} vagy (NAND) bázisbeli, zárójeles vagy 
zárójel nélküli formuláinak előállítására 
Вашкеви Иштван: Расчленение многосвязных 
промышленных процессов с помощью вычисли­
тельной машины
Ádám György: A számitógépipar helyzete 1У72 
második felében
Bányász Csilla; Identification in the 
presence of drift
Gyürki J.-Läufer J.-Girnt M.-Somló J.: Opti­
malizáló adaptiv szerszámgépirányitási rend­
szerek
Szelke Erzsébet-Tóth Károly: Felhasználói 
Kézikönyv /USER MANUAL/ a Folytonos Rendsze­
rek Szimulációjára készült ANDISIM program­
nyelvhez
Legendi Tamás; A CHANGE nyelv/multiprocesszor 
Klafszky Emil: Geometriai programozás és né­
hány alkalmazása
R.Narasimhan: Picture Processing Using Pax 
Dibuz Ágoston-Gáspár János-Várszegi Sándor: 
MANU-WRAP hátlaphuzalozó, MSI-TESTER integrált 
áramköröket mérő, TESTOMAT-C logikai hálóza­
tokat vizsgáló berendezések ismertetése 
Matolcsi Tamás; az Optimum számitás egy uj 
módszeréről
Makroprocesszorok, programozási nyelvek. 
Cikkgyűjtemény az NJSzT és SzTAKI közös 
kiadásában. Szerkesztette: Legendi Tamás
*-gal jelölt kivételével a TANULMÁNYOK megrendelhetők az 
intézet Könyvtáránál /Budapest, I., Úri u. 49./
MAGYAR
tUBOMÀNYOS AKABfc.UA 
'v KÛKYVIÂU ^




